



Na sednici Nastavno-nauqnog ve!a Matematiqkog fakulteta odr"anoj 23.1.2015.
u Beogradu odre#eni smo u Komisiju za pregled i ocenu rukopisa
Grebnerove baze za mnogostrukosti zastava i primene
koji je predat kao doktorska disertacija Marka Radovanovi!a. Kandidat je
predao tekst, komisija je isti pregledala i podnosi Ve!u slede!i
IZVEXTAJ
1. Biografija kandidata
Marko Radovanovi! upisao je Matematiqki fakultet u Beogradu, smer Teo-
rijska matematika i primene, 2004. godine. Diplomirao je 2008. godine, sa
proseqnom ocenom 10. Iste godine upisao je Master studije na Matematiqkom
fakultetu u Beogradu, smer Teorijska matematika i primene. Master rad pod
naslovom ,,O testovima primalnosti” odbranio je 2009. godine, pod mentorstvom
prof. dr $arka Mijajlovi!a. Doktorske studije na Matematiqkom fakultetu
u Beogradu, smer Matematika, upisao je 2009. godine. Polo"io je ispite pre-
dvi#ene planom i programom doktorskih studija s proseqnom ocenom 10.
2. Spisak nauqnih radova kandidata
Povezani sa doktorskom disertacijom
1. Z.Z. Petrović, M. Radovanović, On the quantum cohomology of Grassmannians and quantum
Kostka numbers, na recenziji, 13 str.
2. Z.Z. Petrović, B.I. Prvulović, M. Radovanović, Multiplication in the cohomology of Grassman-
nians via Gröbner bases, Journal of Algebra, prihva!en za objav%iva&e, 21 str.,
doi:10.1016/j.jalgebra.2015.04.031, ISSN: 0021-8693, IF 2013: 0.604, M22.
3. M. Radovanović, On the Z2-cohomology cup-length of some real flag manifolds, Filomat,
prihva!en za objav%iva&e, 14 str., ISSN: 0354-5180, IF 2013: 0.753, M21.
(http://journal.pmf.ni.ac.rs/filomat/filomat/article/view/1288)
4. M. Radovanović, Gröbner bases for some real flag manifolds and applications, Mathematica




5. Z. Pucanović, M. Radovanović, A. Erić, On the genus of the intersection graph of ideals
of a commutative ring, Journal of Algebra and Its Applications, 13:5 (2014), 1–20, ISSN:
0219-4988, IF 2013: 0.373, M23.
6. P. Aboulker, M. Radovanović, N. Trotignon, T. Trunck, K. Vušković, Linear balanceable and
subcubic balanceable graphs, Journal of Graph Theory, 75:2 (2014), 150–166, ISSN: 0364-9024,
IF 2013: 0.671, M22.
7. M. Radovanović, K. Vušković, A class of three-colorable triangle-free graphs, Journal of Graph
Theory, 72:4 (2013), 430–439, ISSN: 0364-9024, IF 2013: 0.671, M22.
8. P. Aboulker, M. Radovanović, N. Trotignon, K. Vušković, Graphs that do not contain a cycle
with a node that has at least two neighbors on it, SIAM Journal on Discrete Mathematics,
26:4 (2012), 1510–1531, ISSN: 0895-4801, IF 2012: 0.662, M23.
3. Predmet doktorske disertacije
Centralni objekat koji se izuqava u ovoj doktorskoj disertaciji je koho-
moloxka algebra (sa celim i modulo 2 koeficijentima) nekih tipova mnogo-
strukosti zastava. Po Borelovom opisu, ova algebra je (u opxtem sluqaju)
data kao koliqnik polinomijalne algebre i odre#enog ideala I. Samim tim, da
bi se razumela kohomoloxka algebra mnogostrukosti zastava potrebno je xto
bo%e opisati ideal I. Inspirisani rezultatima Monksa, Fukaje, Prvulovi!a i
Petrovi!a, u ovom radu navedenom problemu pristupa se konstrukcijom Grebne-
rove baze za I.
Kohomoloxka algebra date mnogostukosti mo"e se koristiti za ispitiva&e
mnogih &enih topoloxkih osobina. U ovoj doktorskoj disertaciji razmatrane
su realne mnogostrukosti zastava, qija je Z2-kohomologija, po Borelovom opisu,
data preko Xtifel-Vitnijevih klasa. Jedan od znaqajnih problema, a o kome
se i danas malo zna, je utvr#iva&e postoja&a utapa&a i imerzija date mno-
gostrukosti zastava u euklidski prostor dimenzije d. Poznato je da su opstru-
kcije za postoja&e imerzija i utapa&a date mnogostrukosti u neki euklidski
prostor najqex!e neke karakteristiqne klase. U sluqaju koji se razmatra, ovaj
problem mo"e se svesti na ispitiva&e da li je odre#ena kohomoloxka klasa,
koja je zadata preko Xtifel-Vitnijevih klasa, nula ili ne, xto se, imaju!i
u vidu Borelov opis, svodi na problem pripadnosti idealu. Drugo pita&e
koje se razmatra je odre#iva&e kohomoloxke du"ine realnih mnogostrukosti
zastava. Poznato je da kohomoloxka du"ina daje ograniqe&a za Listernik-
Xnirelmanovu kategoriju, koja je va"na topoloxka invarijanta i koju je (u
opxtem sluqaju) veoma texko odrediti.
Pored Borelovog, postoje i drugi opisi kohomologije mnogostrukosti za-
stava. Me#u &ima, od posebnog znaqaja je opis celobrojne kohomologije komple-
ksnih Grasmanovih mnogostrukosti preko Xubertovih klasa (Grasmanove mno-
gostrukosti predstav%aju specijalan sluqaj mnogostrukosti zastava). Sa jedne
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strane, ovaj opis blisko je povezan sa simetriqnim funkcijama, pa se u &emu
,,vide” kombinatorni objekti kao xto su Kostkini i Litlvud-Riqardsonovi bro-
jevi, dok, sa druge strane, on (prirodno) broji preseke odre#enih geometrijskih
objekata. Prirodno je razmotriti poveziva&e Borelovog opisa kohomologije
kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti sa opisom zadatim korix!e&em Xu-
bertovih klasa. Na ovaj naqin dobijene su znaqajne informacije o kombina-
tornim objektima koji opisuju ovu kohomologiju, pre svega o Kostkinim broje-
vima.
4. Prikaz disertacije
Ova disertacija se sastoji od predgovora na 4 strane, teksta od 132 strane
pode%enog u 6 glava i spiska literature od 68 bibliografskih jedinica.
Prve tri glave ove doktorske disertacije su uvodnog karaktera – u prvoj (str.
5-29) je dat pregled rezultata teorije Grebnerovih baza koji !e biti od znaqaja
u nastavku teksta, druga (str. 30-38) je posve!ena Borelovom opisu kohomolo-
gije mnogostrukosti zastava, dok je u tre!oj (str. 39-57) dat pregled (neophod-
nih) rezultata teorije simetriqnih funkcija, kao i opisi Z-kohomologije i
male kvantne kohomologije kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti preko Xu-
bertovih klasa.
Qetvrta, peta i xesta glava ve!im delom posve!ene su originalnim rezulta-
tima kandidata.
U qetvrtoj glavi (str. 58-78) konstruisane su Grebnerove baze za ideale
koji po Borelovom opisu odre#uju Z-kohomologiju kompleksnih Grasmanovih
mnogostrukosti i Z2-kohomologiju realnih Grasmanovih mnogostrukosti, qime
je potvr#ena pretpostavka 113 iz doktorske disertacije B. Prvulovi!a. Pored
toga, konstruisane su Grebnerove baze za ideale koji po opisu Siberta i Tiana
daju malu kvantnu kohomologiju Grasmanovih mnogostrukosti.
Peta glava (str. 79-95) posve!ena je Kostkinim brojevima i sastoji se iz dva
dela. Prvi deo je uvodnog karaktera – u &emu je dat pregled metoda za izraqu-
nava&e Kostkinih brojeva, kao i neki (znaqajni) otvoreni problemi vezani za
&ih. U drugom delu dati su originalni rezultati. Prvo, uspostav%a&em veze
izme#u opisa Z-kohomologije kompleksnih Grasmanovih mnogostrukosti datog
Xubertovim klasama i Grebnerove baze za ideale koji odre#uju ovu kohomo-
logiju, dobijene su rekurentne jednaqine kojima se mogu odrediti (svi) Kostkini
brojevi. U nastavku, primenom sliqnog metoda na malu kvantnu kohomologiju,
koja je deformacija klasiqne, ove jednaqine su pobo%xane.
Xesta glava (str. 96-136) posve!ena je realnim mnogostrukostima zastava
oblika F (1, . . . , 1, 2, . . . , 2, k, n). U prvom delu glave konstruisane su Grebnerove
baze za ideale koji odre#uju &ihovu kohomologiju. Ove baze su iskorix!ene
za dobija&e rezultata vezanih za imerzije i utapa&a ovih mnogostrukosti u
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euklidske prostore, koji proxiruju ranije rezultate Ximkusa, Prvulovi!a i
Petrovi!a. Baze su iskorix!ene i za odre#iva&e kohomoloxke du"ine nekih
mnogostrukosti ovog tipa, qime se proxiruju raniji rezultati Hilera, Kor-
baxa i Lerinca.
5. Zak!uqak
Rezultati do kojih je Marko Radovanovi! doxao u svom radu i koje je predsta-
vio u podnetom tekstu obuhvataju nekoliko znaqajnih oblasti savremene mate-
matike: komutativnu algebru, algebarsku kombinatoriku i algebarsku topologi-
ju, kao i neke primene u diferencijalnoj topologiji. Odre#ene su Grebnerove
baze za sve Grasmanove mnogostrukosti, koje predstav%aju najznaqajniji primer
mnogostrukosti zastava, qime je taj problem u potpunosti rexen i &egovo re-
xe&e omogu!ava da%e primene. Neke od &ih su ve! date u tekstu, poput primene
u nala"e&u rekurentnih formula za Kostkine brojeve. Posebno je zanim%ivo
kako je ovde iskorix!en rezultat za Grebnerove baze za kvantnu kohomologiju,
koji omogu!ava bo%e rekurentne veze za klasiqne Kostkine brojeve, a ova je tem-
atika izuzetno prisutna u novijim istra"iva&ima. Osim za Grasmanove mno-
gostrukosti i za druge sluqajeve mnogostrukosti zastava dobijene su Grebne-
rove baze i date primene, koje proxiruju ranije poznate rezultate.
Sama teza je odliqno napisana, sa pravim odnosom poznatih i novih rezultata
i jasno istaknutim nauqnim doprinosom kandidata.
Zbog svega navedenog, predla"emo Nastavno-nauqnom ve!u Matematiqkog fa-
kulteta da prihvati prilo"eni tekst kao doktorsku disertaciju Marka Radova-
novi!a i odredi komisiju za &enu javnu odbranu.
Beograd, 15. maj 2015.
QLANOVI KOMISIJE:
prof. dr Zoran Petrovi", vanredni profesor (mentor)
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
prof. dr Aleksandar Lipkovski, redovni profesor
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
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dr Goran #ankovi", docent
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
prof. dr Branko Malexevi", vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu, Elektrotehniqki fakultet
dr Branislav Prvulovi", docent
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet


